Integration

Fliachenberechnung mit Hilfe von Integralen

Schreibweise
Um die Flache zu berechnen, die von einer Funktion
und der Koordinatenachse begrenzt wird, bendtigt man
fx) im Allgemeinen Integrale. Die links markierte Flache,
. die begrenzt wird von der x-Achse (unten), f(x) (oben),
. G a = 3 (links) sowie b = 4,5 (rechts) lésst sich dabei

mathematisch beschreiben als:
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Sprich: Integral von 3 bis 4,5 von f(x) dx.

Fiir die Flache zwischen zwei Kurven gibt es eine sehr
ahnliche Schreibweise:
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- Hierbei ist f diejenige Funktion, deren Schaubild ober-
halb von g verlauft.

Berechnung des Integrals

Um den Wert eines Integrals zu berechnen, gibt es ein einfaches Werkzeug - die Stammfunktion.
Definition (Stammfunktion): Man nennt eine Funktion F Stammfunktion von der Funktion f, falls
F' = f ist. Also ist F Stammfunktion von f, wenn die Ableitung von F gleich f ist.

Beispiele: (a) Eine Stammfunktion von f(x) = 222 + 4 ist die Funktion F(z) = %w?’ + 4z. Denn es
gilt F'(z) =22% +4 = f(x).

(b) Eine Stammfunktion von f(z) = 23 — 22+ 4 ist die Funktion F(z) = 2% — 22 + 42 — 4. Auch hier
ist F'(z) = f(x).

Mit Hilfe der Stammfunktion lassen sich nun Integrale berechnen, denn es gilt: Ist f stetig und F eine
Stammfunktion von f, so ist

b
[ #@do = Pl = F) - Fla)

Eine Stammfunktion von f ist die z.B. Funktion F(z) = 322+ 3, denn es gilt F'(z) = 2 = f(z). Damit
gilt also nach obigem Satz A = f04 zdr = F(4) — F(0) = 34> +3— (02 +3) =8+3-3=38.
(b) Berechnet werden soll f23 2% — 2zdz. Eine Stammfunktion von z — 2% — 2z ist F(z) = f2* — 22,

Also gilt f23 23— 2xdr = ixA‘ — x2|§’ = %34 —32_ (%24 —22) = %.
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Integration

Beispiele: (a) Sei f(z) = x. Die links markierte Fléche
(] ist damit beschreibbar als f04 zdz. Da dies ein Dreieck
ist, ist die Fliche A = %4-4 = 8 (allgemein beim Dreieck:
A= %x -h, wobei h die Hohe und x die Lénge einer Seite
ist). Nach obiger Information, kann man die Fléche aber
auch mit einer Stammfunktion von f berechnen.
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Fin weiteres Beispiel: Berechnet werden soll die links
markierte Fliache, wobei f(x) = —x ist. Wie bei obigem
= Beispiel auch sollte dabei die Fliche 8 herauskommen.
Eine Stammfunktion von f(x) = —x ist gleich F(x) =
. —%xQ. Damit berechnet man: fo4 —zdr = F(4)—F(0) =
- ’ —342 — (—30?) = —8. Der Wert, der herauskommt ist
also —8, eine negative Zahl. Eine negative Flache ergibt
aber keinen Sinn!

Dass ein negativer Wert bei dem Integral herauskommt liegt daran, dass Integrale nicht ganz
den entsprechenden Flachen entsprechen; sie sind etwas allgemeineres, weil sie auch negativ werden
konnen.

Fiir die Flachenberechnung ist hierbei nur eine Eigenschaft von Integralen wichtig: Integrale, bei denen
das Schaubild der Funktion unterhalb der x-Achse liegt, haben einen negativen Wert, aber abgesehen
davon den richtigen Wert. Will man eine Flache berechnen, muss man bei diesem negativen Wert also
nur das Vorzeichen zu Plus dndern. Auch hierzu zwei ...

Beispiele: (a) Zu berechnen ist die Fliche, die von der x-Achse und der Funktion f(z) = 2 — 4
begrenzt wird. Das Schaubild der Funktion f ist eine Parabel, deren Scheitelpunkt unterhalb der x-
Achse liegt. Die Nullstellen von f sind bei -2 und 2. Damit muss man von -2 bis 2 integrieren. Man
erhélt fi 2?2 — 4dx = %:):3 —4x]2, = %23 —4-2— (%(—2)3 —4(-2)) = —%—2. Die gesuchte Flache hat
damit den Wert 33—2

Um also die Flache auszurechnen, kann man entweder das Integral nehmen und dann bei negativen
Werten als Fléche einfach den positiven Wert nehmen, oder man schreibt um das Integral einfach
iiberall Betragsstriche. Dieser Teil ist positiv. Danach integriert man von der Nullstelle bis zum

(b) Die links markierte Fldche soll berechnet werden.
Dabei ist f(z) = —z + 3. Gemeinerweise liegt ein Teil
der Flache oberhalb der x-Achse, ein weiterer unter-
halb. Awuch hier helfen Integrale weiter. Da aber der
Teil unterhalb der x-Achse negativ zahlt, muss man die
gesuchte Fliache iiber zwei getrennte Integrale berechnen.
Zuerst integriert man vom Startpunkt bis zur Nullstelle
der Funktion.

Endpunkt. Hier kommt etwas negatives heraus (da das Integral unterhalb der x-Achse liegt). Da man
die Flache will, muss man den positiven Wert hiervon nehmen. Die insgesamt gesuchte Fliche ist dann
einfach die Summe der beiden gefundenen Werte:

Es gilt ff’ —z+3dr = =22 + 3z} = —132+3.3 - (—312+3-1) = 2 und weiterhin f34 —z+3=-1
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Die gesuchte Flache ist damit

1
=2+ - =205
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Aus der APR 11: Esist f: 2 — —fa? + 222 — 3 und p(z) = — 2% + 1.

Zeichnen Sie die beiden Graphen im Bereich —3,5 < z < 3,5 in ein gemeinsames Koordinatensystem
ein. Die Funktionen f und p schlieen drei Flachenstiicke ein. Berechnen Sie die Mafizahl desjenigen
Flachenstiicks, das den Ursprung enthélt, auf zwei Nachkommastellen genau.

/lgf(x)da: +

Musteraufgabe

Setzt man beide Funktionen gleich, so erhélt man die
beiden Grenzwerte der Integration. Da diese bei ++/3
liegen, sieht man, das die gesuchte Fliche von —v/3 und

V3 begrenzt wird. Damit berechnet man: f_\(% p(z) —

V3 6
f@)de = [¥ 5 52t — 32% + 4dw = - ~ 8,78
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