Loésungen zu den Grundlagen gebrochenrationaler Funktionen

Losungen

(a) flx) = 242

Die NS des Nenners ist bei —4, da dies die Losung von x4+ 4 = 0 ist. Also gilt: Dy = R\ {—4}.
Um zu untersuchen, ob es sich um eine stetig behebbare Definitionsliicke handelt, kommt es
auf die Nullstellen des Zahlers an. Denn, wenn —4 auch NS des Zahlers wére, konnte man den
Zahler als Produkt mit dem Faktor (x+4) schreiben. Diesen kdnnte man dann mit dem Nenner
kiirzen (eventuell ja auch mehrmals).

Untersuchen wir also die Nullstellen des Zihlers: Dazu formen wir um. Es folgt 222 — 4z +
2 = 2(z% — 2z + 1) = 2(z — 1)2. Damit ist die einzige NS des Zihlers bei 1. Somit ist
die Definitionsliicke des Nenners keine stetig behebbare Definitionsliicke, man kann sie nicht
wegktirzen.

(b) f(2) = 5%
Die NS des Nenners berechnen sich aus 2z — 42 = 0 wegen 2z(z? — 2) = 0 & 2z(z — V2)(z +
V2)=0zuz; =0, z9 = v2 und 23 = —/2. Es folgt also Dy =R\ {0, —V/2,V2}.
Testen wir auch hier, ob es sich um eine stetig behebbare Definitionsliicke handelt, indem wir
die NS des Zihlers berechnen: Aus 2° — 42% = 0 folgt 2%(x — 4) = 0. Damit wird der Zihler 0
fir z12 = 0 und x3 = 4. Also ist 0 auch NS des Zahlers.

. . _ x2(z—4) _ z(z—4) .
Mit der Darstellung als Produkt folgt: f(z) = VI EIVD — 2DV Wie man
sehen kann, lasst sich x wegkiirzen, daher handelt es sich bei ;1 = 0 um eine stetig behebbare
Definitionsliicke.
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(C) f(x) = §x2fix
Die NS des Nenners: 322 +4x = 0 < 2(3x+4) = 0. Es folgt 1 = 0 oder 3z4+4 =0 & x5 = —
Somit ist Dy =R\ {0, —3}.
NS des Zéhlers: 23 — 422 = 0 < 22 (x —4) = 0 Also sind die Nullstellen des Zéhlers bei 212 = 0
und bei z3 = 4. Es folgt f(z) = gi;fjf; = izg;g = méi;i‘). Also ist bei 1 = 0 eine stetig
behebbare Definitionsliicke.

(d) f(z)= (2}?5)62
Die NS des Nenners kann man ablesen. Sie ist bei —1. Somit ist Dy = R\ {—1}. Die NS des
Zahlers berechnen wir durch Ausklammern: 6 —6x =0 < 6(1 —z) = 0. Also ist z; = 1. Damit
ist bei der NS des Nenners keine stetig behebbare Definitionsliicke.

2
(©) J(2) = &
Auch hier kann man die NS des Nenners ablesen. Sie ist bei 1. Fiir die NS des Zahlers wenden
wir die dritte binomische Formel an: 22 —4 = 0 < (v — 2)(z + 2) = 0. Also sind die NS bei 2
und —2. Damit ist bei 1 keine stetig behebbare Definitionsliicke.

() fo(z) = =%+ fir o € R.

Auch hier kann man die Nullstelle des Nenners ablesen. Sie ist bei 0. Nun héngen die NS des
Zahlers aber von einem Parameter a ab.

Ware 0 eine stetig behebbare Definitionsliicke, dann wiirde es einen Wert fiir a geben, so dass
0 auch NS des Zahlers ware. Dies konnen wir testen. Setzen wir in den Zahler fiir x den
Wert 0 ein, dann kénnen wir versuchen die Gleichung, die daraus entsteht, nach a aufzulésen:
02—a-0+1=0<«1=0. Da dies eine falsche Aussage ist, gibt es keinen Wert fiir a, sodass
bei 1 = 0 auch eine NS im Zahler ist. Somit ist 0, die NS des Nenner, keine stetig behebbare
Definitionsliicke. Sie lasst sich fiir keinen Wert von a wegkiirzen.
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